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àíàëèçîì ïðîèëëþñòðèðîâàíû â ïåðâîé ÷àñòè
ñòàòüè íà ïðèìåðå îïòèìèçàöèè ÐÑ ñåðèéíîãî
ÒÊ. 

Ïîäðîáíîå ðàññìîòðåíèå èíñòðóìåíòàðèÿ,
ïðåäîñòàâëÿåìîãî ïàêåòàìè ïî ÐÄ [2], ïîêàçû-
âàåò, ÷òî áåç îãðàíè÷åíèé è ñ ðàçëè÷íûìè òè-
ïàìè àíàëèçà ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî ñòåð-
æíåâûå ÊÝ ìîäåëè. Èíûìè ñëîâàìè, ñîçäàâ
ïîëíîñòüþ òðåõìåðíóþ ìîäåëü îñåñèììåòðè÷íîãî
ðîòîðà èëè ðîòîðà ñ öèêëè÷åñêèìè ðàáî÷èìè êî-
ëåñàìè, ïîëüçîâàòåëü íå ìîæåò ðàññ÷èòàòü åãî
àìïëèòóäíî-÷àñòîòíóþ õàðàêòåðèñòèêó (À×Õ)
âî âñåì äèàïàçîíå ñêîðîñòåé âðàùåíèÿ, à ëèøü
ïðèáëèæåííî îïðåäåëèòü êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè.

Ïðè÷èíû óêàçàííîãî ñîñòîÿíèÿ ÐÄ ñâÿçàíû
ñ òåîðåòè÷åñêèìè ïðîáëåìàìè 3D ìåõàíèêè
ñïëîøíûõ ñðåä [3, 4], îáñóæäåíèå êîòîðûõ â
íàñòîÿùåé ñòàòüå íåöåëåñîîáðàçíî. Ïîýòîìó
îñîáåííîñòè 3D ìîäåëèðîâàíèÿ òîëüêî çàòðîíóòû
â ðàçäåëå, ïîñâÿùåííîì ðàñ÷åòó ìàññèâíîãî ðî-
òîðà. Ïðè ýòîì àíàëèç óðàâíåíèé äâèæåíèÿ 2D
ñòåðæíåâûõ ÊÝ ìîäåëåé ïîçâîëÿåò ïîêàçàòü,
÷òî ìîäåëèðîâàíèå â ðàçëè÷íûõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà
ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóùåñòâåííî îòëè÷àþùèìñÿ,
â òîì ÷èñëå íåðåàëüíûì ðåçóëüòàòàì. 

Îïðåäåëÿþùåå âëèÿíèå íà êîððåêòíóþ ïîñòà-
íîâêó è ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷è ÐÄ èìååò òðàê-
òîâêà ïîíÿòèÿ ñêîðîñòè ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ
ðîòîðà, ïîäðîáíî ðàññìîòðåííîãî íèæå ïðèìå-
íèòåëüíî ê ðîòîðíîé ñèñòåìå ÒÊ.

Ñèñòåìû îòñ÷åòà (ÑÎ) è êîîðäèíàò (ÑÊ) â ÐÄ
Ïîä ñèñòåìîé îòñ÷åòà â ìåõàíèêå óïðóãèõ

òåë ïîíèìàåòñÿ ñîâåðøàþùåå ïðîãðàììíîå äâè-
æåíèå íåäåôîðìèðóåìîå îòñ÷åòíîå òåëî ñ íåïî-
äâèæíîé îòíîñèòåëüíî íåãî ñèñòåìîé êîîðäèíàò.
Ââåäåííàÿ óêàçàííûì ñïîñîáîì ÑÎ èñïîëüçóåòñÿ
äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äåôîðìèðóåìîãî òåëà, ïåðå-
ìåùåíèÿ è ñêîðîñòè êîòîðîãî â äàííîé ñèñòåìå
îòñ÷åòà îòíîñèòåëüíî ìàëû [5, ñ. 92]. Ïåðå÷èñëèì
ïðèçíàêè ôèçè÷åñêèõ ÑÎ â ðîòîðíîé äèíàìèêå.  

Óðàâíåíèÿ äëÿ óïðóãèõ âîçìóùåíèé ìàòåðèàëà
ðîòîðà â òàêèõ ñèñòåìàõ ñîäåðæàò, íàðÿäó ñ ïðè-
ëîæåííûìè ê ðîòîðó âíåøíèìè ñèëàìè, óïðóãèìè
ðåàêöèÿìè ìàòåðèàëà è ðåàêöèÿìè îïîð: 

% èíåðöèîííûå ñèëû, ñâÿçàííûå ñ äâèæåíèåì
óïðóãèõ âîçìóùåíèé â ìàòåðèàëå (íåñòàöèîíàðíûå
÷ëåíû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ);

3. Î ïðîáëåìàõ ìîäåëèðîâàíèÿ ÐÑ
Â ïåðâîé ÷àñòè ñòàòüè ïîêàçàíî, ÷òî ïîëíàÿ

êàðòèíà ïðè÷èí âîçíèêíîâåíèÿ âèáðàöèè ðîòîð-
íîé ñèñòåìû (ÐÑ) — âûíóæäåííàÿ äèñáàëàíñíàÿ
ïðåöåññèÿ, êðèòè÷åñêèå ñêîðîñòè, àâòîêîëåáà-
íèÿ — âûÿâëÿåòñÿ ïðè àíàëèçå äèíàìèêè ÐÑ íà
âñåõ ñêîðîñòíûõ ðåæèìàõ ðîáîòû. 

Â ñâÿçè ñ ýòèì ïåðåä èññëåäîâàòåëåì âñòàåò
âîïðîñ âûáîðà óðîâíÿ ÊÝ ìîäåëè ÐÑ è òèïà àí-
àëèçà çàäà÷è ðîòîðíîé äèíàìèêè (ÐÄ), äî-
ïóñêàþùèõ ðàñ÷åò ïðè ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòè
ðîòîðà. Ê îñíîâíûì ÊÝ ìîäåëÿì ÐÑ îòíîñÿòñÿ:

% ñòåðæíåâûå ìîäåëè (Beam elements) ñ ðå-
äóêöèåé ãåîìåòðèè öèêëè÷åñêèõ äåòàëåé ÐÑ ê
îñåñèììåòðè÷íîé;

% ïîëíîñòüþ òðåõìåðíûå (3D Solid elements)
ìîäåëè ôîðìû è íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî
ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) ðîòîðíîé ñèñòåìû. 

Ïîä òèïîì àíàëèçà ïîíèìàåòñÿ:
% ìîäàëüíûé àíàëèç, âêëþ÷àþùèé îïðåäå-

ëåíèå ÷àñòîò è ôîðì ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé ÐÑ;
% íåñòàöèîíàðíûé (transient) àíàëèç, îñíî-

âàííûé íà ïîøàãîâîì èíòåãðèðîâàíèè óðàâíåíèé
äâèæåíèÿ ÐÑ ïî âðåìåíè è ïðèãîäíûé äëÿ èñ-
ñëåäîâàíèÿ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ è íåóñòàíî-
âèâøèõñÿ ðåæèìîâ.

Îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ ñòåðæíåâîé ìîäåëè
â ñî÷åòàíèè ñ íåñòàöèîíàðíûì è ìîäàëüíûì

Ðàññìîòðåíû ìåòîäè÷åñêèå è ïðèêëàäíûå
àñïåêòû ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè ðîòîðíûõ
ñèñòåì òóðáîàãðåãàòîâ ñ ïîäøèïíèêàìè ñêîëü-
æåíèÿ. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî àíà-
ëèçà è îïòèìèçàöèè ðîòîðíîé ñèñòåìû ñåðèéíîãî
òóðáîêîìïðåññîðà ñ ïîäøèïíèêàìè, îáåñïå÷è-
âàþùèìè äåìïôèðîâàíèå âèáðàöèè ðîòîðà
ïðè âûñîêèõ ñêîðîñòÿõ âðàùåíèÿ. Äàíû ðåêî-
ìåíäàöèè ïî ïîñòàíîâêå è ðåøåíèþ çàäà÷ ðî-
òîðíîé äèíàìèêè. Ïîêàçàíî, ÷òî ðåçóëüòàòû
àäåêâàòíû ýêñïåðèìåíòó òîëüêî ïðè èñïîëüçî-
âàíèè ðåäóöèðîâàííîãî îïèñàíèÿ ðîòîðà è íå-
ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Ïðèìåíåíèå
âðàùàþùèõñÿ ñåòîê ôèçè÷åñêè îáîñíîâàíî
òîëüêî â çàäà÷àõ ìîäàëüíîãî àíàëèçà ðîòîðíûõ
ñèñòåì. 
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% èíåðöèîííûå ñèëû, îòðàæàþùèå ñâÿçü
ïåðåìåùåíèé è ñêîðîñòåé âîçìóùåíèé ñî
ñêîðîñòüþ ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ ðîòîðà.

Ôèçè÷åñêèå CO ïîä÷åðêèâàþò ðåàëüíóþ
(ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííóþ) ñâÿçü ñ ðîòîðîì, â
îòëè÷èå îò ìíîæåñòâà ôîðìàëüíûõ (îïèñàòåëüíûõ)
ñèñòåì êîîðäèíàò íàáëþäàòåëÿ, êîòîðûå ìîãóò
áûòü èñïîëüçîâàíû, íî â êîòîðûõ òàêàÿ ñâÿçü
îòñóòñòâóåò [6]. 

Ïðèíöèïèàëüíûì îòëè÷èåì ïðèìåíåíèÿ
èíåðöèàëüíîé è íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåì (â íà-
øåì ñëó÷àå, ñîîòâåòñòâåííî, íåïîäâèæíîé è
âðàùàþùåéñÿ) ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü óêàçàíèÿ
äëÿ íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìû âðàùàþùåãîñÿ
îòñ÷åòíîãî íåäåôîðìèðóåìîãî òåëà. Êàê ïîêàçàíî
íèæå, äëÿ ïðåöåññèîííîãî äâèæåíèÿ îáùåãî
âèäà â ÐÄ ýòî âîçìîæíî òîëüêî äëÿ ñêîðîñòåé
ðîòîðà, ñîâïàäàþùèõ ñ êðóãîâûìè ÷àñòîòàìè
åãî ñâîáîäíûõ ïðåöåññèé.

Äëÿ ïîëíîãî ñîîòâåòñòâèÿ ïðèíÿòîé â ÐÄ
òåðìèíîëîãèè îòìåòèì:

% ïîä òåðìèíàìè «stationary frame» è «rotat-
ing frame» â ðàñ÷åòíîé ïðàêòèêå ïîíèìàþòñÿ
èíåðöèàëüíàÿ è âðàùàþùàÿñÿ ÑÎ è àññîöèèðî-
âàííûå ñ íèìè ÑÊ;

% çàìåíà ÑÎ â ðîòîðíîé äèíàìèêå îçíà÷àåò
(çà èñêëþ÷åíèåì ýëåìåíòàðíûõ ìîäåëåé) ïåðåõîä
ê ðåøåíèþ èíîé çàäà÷è. Ôîðìàëüíîå ïðåîáðà-
çîâàíèå ÑÊ íå ìåíÿåò ôèçèêè çàäà÷è è, ñëåäî-
âàòåëüíî, ðåçóëüòàòà.

Âçàèìîäåéñòâèå ñ èñòî÷íèêîì ýíåðãèè. Ñêîðîñòü
ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ (ÑÂ) ðîòîðà

Èñòî÷íèê ýíåðãèè ÐÑ òóðáîêîìïðåññîðà —
îòðàáîòàâøèå ãàçû äâèãàòåëÿ, âðàùàþùèå òóðáèíó.
Ðàñ÷åò ìãíîâåííîãî ñîñòîÿíèÿ ãàçîâîãî ïîòîêà
â êîëåñå è êðóòÿùåãî ìîìåíòà îò äàâëåíèÿ
ãàçîâûõ ñèë è ñðàáàòûâàíèÿ òåìïåðàòóðíîãî
íàïîðà â òóðáèííîé ñòóïåíè ïðè ìîäåëèðîâàíèè
äèíàìèêè ðîòîðà èçáûòî÷íî çàòðàòåí. 

Âìåñòå ñ òåì ïðèåìëåìî ðàññìîòðåíèå ìîìåíòà
íà òóðáèíå êàê ñëåäÿùåãî, ïðèëîæåííîãî ê àê-
òóàëüíîìó ïîëîæåíèþ ñìåùåííîãî è äåôîðìè-
ðîâàííîãî ðîòîðà ÒÊ (ðèñ. 7). Îòìåòèì, ÷òî
ìîìåíò íå îïðåäåëÿåò íàïðàâëåíèå âåêòîðà ÑÂ,
à ëèøü íå ïðåïÿòñòâóåò èíåðöèîííîìó âðàùåíèþ
èçîãíóòîãî âàëà êàê óïðóãîãî ãèðîñêîïà [7]. 

Äàëåå, ÒÊ îòíîñèòñÿ ê àãðåãàòàì ñ ðåãóëèðó-
åìûìè îáîðîòàìè. Ýíåðãèÿ ãàçîâ êîìïåíñèðóåò
íàãðóçêè è ìåõàíè÷åñêèå ïîòåðè ñèñòåìû, ïîä-
äåðæèâàÿ ñêîðîñòü ðîòîðà íà äàííîì ðåæèìå ÒÊ
ïðèìåðíî ïîñòîÿííîé. Ïîñëåäíåå òåîðåòè÷åñêè
ñîîòâåòñòâóåò êîíöåïöèè äâèãàòåëÿ íåîãðàíè÷åí-
íîé ìîùíîñòè. Îòìåòèì, ÷òî ðå÷ü èäåò î ïîñòî-
ÿíñòâå ìãíîâåííîé ñêîðîñòè èëè î ìãíîâåííî
óñòàíàâëèâàþùåìñÿ ñîîòâåòñòâèè åå íåêîòîðîìó
çàêîíó èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ω = ω(t), íàïðèìåð,
ïðè ðàçãîíå-âûáåãå ðîòîðà. 

Ïðåäøåñòâóþùèå ôîðìóëèðîâêè ïîçâîëÿþò
ââåñòè â àíàëèç ÐÑ ïîíÿòèå âåêòîðà óãëîâîé
ñêîðîñòè ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ — ÑÂ ðîòîðà
(self-rotating speed vector) è ïðèíÿòü ãèïîòåçó î
«ñîõðàíåíèè» äàííîãî âåêòîðà äëÿ äåôîðìèðî-
âàííîãî ðîòîðà. 

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñòåðæíåâîé ìîäåëè ÐÑ ÒÊ
ñëåäóåò ïðèíÿòü ñêîðîñòü ÑÂ ωÑÂ ïîñòîÿííîé ïî
ìîäóëþ è íàïðàâëåííîé ïî êàñàòåëüíîé â êàæäîé
òî÷êå èçîãíóòîé îñè âàëà [8] (ñì. ðèñ. 7). 

Äàííàÿ ãèïîòåçà èñïîëüçîâàíà â ìåòîäèêå
ðàñ÷åòà ñåðèéíîãî ÒÊ, ïðèâåäåííîé â ïåðâîé ÷àñòè
ñòàòüè. 

Ïîä÷åðêíåì âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî àíàëèçà
íåñîâïàäåíèå (â îáùåì ñëó÷àå) âåêòîðîâ ñêîðîñòè
ÑÂ — ωÑÂ è ñêîðîñòè âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìû
êîîðäèíàò OXÂYÂZÂ — ωÑÊ (ñì. ðèñ. 7). 

4. Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ÐÑ â ðàçëè÷íûõ
ñèñòåìàõ êîîðäèíàò. Íåïîäâèæíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò
(ÍÑÊ)

Ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ðîòîðíîé
ñèñòåìû, äèñêðåòèçèðîâàííîé ñ èñïîëüçîâàíèåì
ìåòîäà ÊÝ, èìååò âèä

ãäå U — ãëîáàëüíûé âåêòîð ïåðåìåùåíèé è
óãëîâ ïîâîðîòà ñå÷åíèé ðîòîðà è âòóëîê; M, G,
K — ìàòðèöû èíåðöèè, ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñâÿçåé
è æåñòêîñòè; F(t) — âåêòîð äèñáàëàíñîâ, ðåàêöèé
ïîäøèïíèêîâ, íà÷àëüíûõ íàïðÿæåíèé â ðîòîðå
è äðóãèõ ñèë; (°) — îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ïî âðåìåíè â íåïîäâèæíîé ÑÊ.

Êðàòêî îïèøåì îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ ïîñòà-
íîâêè è ðåøåíèÿ çàäà÷è:

% ïðåöåññèè îñè ðîòîðà ìîäåëèðóþòñÿ â
íåïîäâèæíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò
OXYZ (stationary frame) ñ îñüþ OZ ïî îñè ïîä-
øèïíèêîâ (ñì. ðèñ. 7);

% èñïîëüçóåòñÿ ðåäóöèðîâàííàÿ ìîäåëü ðîòîðà
ñ ïðèâåäåíèåì ëîïàòî÷íûõ àïïàðàòîâ êîëåñ ê
îñåñèììåòðè÷íûì ñòðóêòóðàì è îïèñàíèåì
íåïîäâèæíîé ÄÑ ìàòåðèàëà ïî òåîðèè ñòåðæíåé;

% âû÷èñëÿþòñÿ ïðîåêöèè íà îñè íåïîäâèæíîé
ÑÊ ïåðåìåùåíèé è óãëîâ ïîâîðîòà ñå÷åíèé ÐÑ;

% äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü ÐÑ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ñîâîêóïíîñòü ÊÝ ýëåìåíòîâ, îïèñûâàþùèõÐèñ. 7. Ìîäåëü óïðóãîãî ðîòîðà ÒÊ

(1)
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óïðóãîñòü, èíåðöèþ ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ,
èíåðöèþ ïîïåðå÷íîãî ïîâîðîòà è îêðóæíîãî
âðàùåíèÿ ðîòîðà ñ óãëîâîé ñêîðîñòüþ ÑÂ ω. 

Èç àíàëèçà ñòðóêòóðû óðàâíåíèÿ (1) ñëåäóåò,
÷òî îíî ñîäåðæèò ãèðîñêîïè÷åñêèé ÷ëåí 2ωGU,
ïðîïîðöèîíàëüíûé ñêîðîñòè ðîòîðà ω è ñêîðîñòÿì
èçìåíåíèÿ óãëîâ ïîïåðå÷íîãî ïîâîðîòà ñå÷åíèé
ïðè èçãèáå âàëà ∂uX/∂z, ∂uY/∂z, âõîäÿùèõ â âåêòîð
ñêîðîñòåé U. Íàëè÷èå ãèðîñêîïè÷åñêîé ñîñòàâ-
ëÿþùåé ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü ïðÿìûå è îá-
ðàòíûå ïðåöåññèè ðîòîðà è ïðîâîäèòü ðàñ÷åò À×Õ
ÐÑ ïðè ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòè åå âðàùåíèÿ.

Âðàùàþùàÿñÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò (ÂÑÊ)
Ïðè âûâîäå óðàâíåíèÿ (1) â ÍÑÊ ïðèíÿòî

ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî ñìåùåííûé è ïîïåðå÷íî
ïîâåðíóòûé ýëåìåíò óïðóãîãî ìàòåðèàëà âðàùà-
åòñÿ âîêðóã îñè âàëà ñî ñêîðîñòüþ ÑÂ. Îêîí-
÷àòåëüíî (1) ïîëó÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà,
÷òî ãàðàíòèðóåò âûïîëíåíèå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ
êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè è ìîìåíòà â íåïîäâèæíîé
(èíåðöèàëüíîé) ñèñòåìå îòñ÷åòà.

Ôîðìóëèðîâêà ïî ïðàâèëàì ìåõàíèêè îòíî-
ñèòåëüíîãî äâèæåíèÿ óðàâíåíèÿ âèäà (1) â íå-
èíåðöèàëüíîé ÂÑÊ (rotating frame) îñëîæíÿåòñÿ
îòñóòñòâèåì åäèíîé äëÿ âñåõ ïðåöåññèé ÐÑ ôè-
çè÷åñêîé ñèñòåìû îòñ÷åòà. Ýòî âûòåêàåò èç õà-
ðàêòåðà îòäåëüíûõ àñèíõðîííûõ ïðåöåññèé è
èõ ñâÿçüþ ñ ñîáñòâåííûì âðàùåíèåì ðîòîðà, à
èìåííî:

% óïðóãèå âîçìóùåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå
êàæäîé ïðåöåññèè, îäíîâðåìåííî äåôîðìèðóþò
ðîòîð è ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ïî åãî òåëó â îêðóæíîì
íàïðàâëåíèè ñ èíäèâèäóàëüíîé ñêîðîñòüþ, çàâè-
ñÿùåé îò ñêîðîñòè ÑÂ;

% èíòåãðàëüíî, îòäåëüíàÿ àñèíõðîííàÿ ïðå-
öåññèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé «îáðàùåíèå» èçîãíóòîãî
âàëà âîêðóã îñè îïîð ñî ñêîðîñòüþ ωP;

% ñêîðîñòü âðàùåíèÿ òâåðäûõ ÷àñòèö ìàòåðèàëà
îòíîñèòåëüíî àñèíõðîííîãî âîçìóùåíèÿ ÷èñëåííî
ðàâíà â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè Δω ≈ ω – ωP. 

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè íà ðèñ. 8 èçîáðàæåí
äåôîðìèðîâàííûé è ñìåùåííûé ýëåìåíò, âû-
äåëåííûé èç òåëà ðîòîðà, ñîâåðøàþùåãî «îáðà-
ùåíèå» ñî ñêîðîñòüþ ωP âîêðóã îñè îïîð OZ.
Ñâåòëûì êðóæêîì ïîêàçàíî óïðóãîå âîçìóùåíèå
ìàòåðèàëà (äåôîðìàöèÿ «âîëîêíà» âàëà íà ïðî-
èçâîëüíîì ðàäèóñå r îò öåíòðà ñå÷åíèÿ OÖ).

Âîçìóùåíèå äâèæåòñÿ âìåñòå ñ ïëîñêîñòüþ
ïðåöåññèè. Äëÿ âîçìóùåíèÿ íà ðàäèóñå âàëà
åãî àìïëèòóäà è ÷àñòîòà â òî÷êå RU èçìåðÿåòñÿ
(íà ïðàêòèêå) íåïîäâèæíûì äàò÷èêîì ïåðå-
ìåùåíèé.

Çàòóøåâàííûé êðóæîê îòíîñèòñÿ ê òâåðäîé
÷àñòèöå, âðàùàþùåéñÿ ñ àáñîëþòíîé ñêîðîñòüþ
ω â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé èçîãíóòîé
îñè. Äàííàÿ ñêîðîñòü ôèêñèðóåòñÿ â ýêñïåðèìåíòå
ïî ìåòêå íà ðîòîðå äàò÷èêîì îáîðîòîâ. 

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîé àñèíõðîííîé
ñîñòàâëÿþùåé âèáðàöèè ôèçè÷åñêîé ÿâëÿåòñÿ
èíäèâèäóàëüíàÿ ñèñòåìà îòñ÷åòà (è êîîðäèíàò),
àññîöèèðîâàííàÿ ñ ïëîñêîñòüþ ïðåöåññèè è
èìåþùàÿ ðàâíóþ ñ íåé óãëîâóþ ñêîðîñòü ωP.

Ïîêàæåì ýòî. Ïåðåéäåì â ÂÑÊ, ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ñèñòåìå îòñ÷åòà, èìåþùåé ñêîðîñòü ωP è
çàìåíèâ ïåðåìåííûå â óðàâíåíèè (1) ïî ïðàâèëó 

ãäå U, UB — âåêòîðû îáîáùåííûõ ïåðåìåííûõ
â íåïîäâèæíîé è ïîäâèæíîé ñèñòåìàõ; P2 — áëîê
ìàòðèöû âðàùåíèÿ ÑÊ âîêðóã ëèíèè îïîð ñ
÷àñòîòîé ωP. 

Äâàæäû äèôôåðåíöèðóåì (2) è ïîñëå ïîä-
ñòàíîâêè â (1), ïîëó÷èì 

ãäå MA, GS — àíòèñèììåòðè÷íàÿ è ñèììåòðè÷íàÿ
ìàòðèöû ìàññ è ãèðîñêîïè÷åñêîé èíåðöèè; λ =
= ω/ωP — îòíîñèòåëüíàÿ ñêîðîñòü ïðåöåññèè; ()' —
îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè â
ÂÑÊ. 

Ñðàâíåíèå óðàâíåíèé (1) â ÍÑÊ è (3) â ÂÑÊ
ïîêàçûâàåò:

% óðàâíåíèå âî âðàùàþùèõñÿ êîîðäèíàòàõ (3)
ñîäåðæèò ïàðàìåòð λ, ðàâíûé îòíîøåíèþ ñêîðîñòè
ðîòîðà è ñêîðîñòè ïðåöåññèè, ÷òî äåëàåò ïðè-
ìåíèìûì (3) òîëüêî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âèáðàöèè
ðîòîðà ñ ôèêñèðîâàííîé îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ
± λ;

% íàðÿäó ñ ãèðîñêîïè÷åñêèì ÷ëåíîì
2ωPλGUB = 2ωGU (àíàëîãè÷íûì äëÿ óðàâíåíèÿ
â ÍÑÊ) â (3) ïðèñóòñòâóåò ñèëà Êîðèîëèñà FC =

= —2ωPM
AUB, ïðîïîðöèîíàëüíàÿ îòíîñèòåëüíîé

ñêîðîñòè UB ïîñòóïàòåëüíûõ ïåðåìåùåíèé è
ïîïåðå÷íûõ ïîâîðîòîâ ñå÷åíèé â ÂÑÊ;

% â äèíàìè÷åñêóþ ìàòðèöó æåñòêîñòè âõîäÿò
ñëàãàåìûå îò äåéñòâèÿ ïåðåíîñíîé (â íàøåì
ñëó÷àå öåíòðîáåæíîé) ñèëû èíåðöèè

FP = –ω2
PMUB, è îò ãèðîñêîïè÷åñêîãî ìîìåíòà

MG = –ω2
PλGSUB. 

Èç ïðèâåäåííîãî îïèñàíèÿ ñëåäóåò, ÷òî óðàâ-
íåíèå (3) — ñóòü óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðè-

Ðèñ. 8. Ïðåöåññèÿ óïðóãîãî ðîòîðà

(2)

(3)

°

°°
°

′ ′

′

′
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òè÷åñêèõ ñêîðîñòåé ïðåöåññèé çàäàííîãî íàïðàâ-
ëåíèÿ è ïîðÿäêà λ.

Èñïîëüçóåòñÿ îíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ðàñ-
ñìîòðèì ñâîáîäíîå äâèæåíèå ðîòîðà FÂ(t) = 0.
Â ñèñòåìå êîîðäèíàò ñ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ
λ ïðåöåññèè ïîðÿäêà λ âåäóò ñåáÿ êàê ñòàòè÷åñêèå
(âðàùàþòñÿ âìåñòå ñ ñèñòåìîé), îòêóäà èõ ñêî-
ðîñòü è óñêîðåíèå UÂ, UÂ = 0. Ýòî ïîçâîëÿåò çà-
ïèñàòü óðàâíåíèå äëÿ îïðåäåëåíèÿ óãëîâûõ ñêî-
ðîñòåé ïðåöåññèé â âèäå

Íàïðèìåð, ïðè λ = ±1 èç (4) íàõîäèì ñêîðîñòè
âñåõ ïðÿìûõ è îáðàòíûõ ñîáñòâåííûõ ïðåöåññèé
1-ãî ïîðÿäêà; ïðè λ =± ‰ — ñêîðîñòè ïðåöåññèé,
óäâîåííîé â ñðàâíåíèè ñ ðîòîðíîé ÷àñòîòîé è
ò. ä. Çíàíèå ÷àñòîò âíåøíèõ ñèë è ÷àñòîò
ïðåöåññèé ïîçâîëÿåò ïðîãíîçèðîâàòü ðåçîíàíñû
ÐÑ. 

Èòàê, óðàâíåíèå (3) â ÂÑÊ, ïîëó÷åííîå èç
óðàâíåíèé (1) â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå, ïðèãîäíî
äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè
ÐÑ — îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé è
ôîðì ïðåöåññèé ðàçëè÷íîãî ïîðÿäêà, ò. å. äëÿ
ìîäàëüíîãî àíàëèçà. 

Îòìåòèì îäíó âàæíóþ äåòàëü. Äèíàìè÷åñêàÿ
ìàòðèöà æåñòêîñòè â óðàâíåíèè (3) ñîäåðæèò

îòðèöàòåëüíîå ñëàãàåìîå — ω2
PM, ôîðìàëüíî

ïðèâîäÿùåå ê ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ïðè íåêîòîðîé

ñêîðîñòè ω*
P âñëåäñòâèå îáðàùåíèÿ ìàòðèöû

æåñòêîñòè, çàïèñàííîé â ÂÑÊ, â íîëü. Íî ðåøåíèå
â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå íå äàåò îñíîâàíèé äëÿ
ïîäîáíîãî âûâîäà. Ïðè÷èíà ïðîòèâîðå÷èÿ çàêëþ-
÷àåòñÿ â ôîðìàëüíîé òðàêòîâêå îòäåëüíûõ ÷ëåíîâ
óðàâíåíèÿ (3) â ÂÑÊ. 

Ôèçèêà ïðîöåññà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: ω*
P åñòü

çíà÷åíèå ïåðâîé êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè, îïðåäå-
ëåííîå èç (4). Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ïðè

ω = ω*
P ïðîïîðöèîíàëüíî âðåìåíè âîçðàñòàåò àì-

ïëèòóäà âûíóæäåííîé ïðåöåññèè íåñáàëàíñèðî-
âàííîãî ðîòîðà áåç äåìïôèðîâàíèÿ, êàê ýòî íà-
áëþäàåòñÿ íà ðåçîíàíñå äëÿ ëèíåéíûõ êîëåáà-
òåëüíûõ ñèñòåì [9]. Ñîáñòâåííûå ïðåöåññèè
óðàâíîâåøåííîãî ðîòîðà íà êðèòè÷åñêîé ñêîðîñòè
íåàñèìïòîòè÷åñêè (êîëåáàòåëüíî) óñòîé÷èâû è
èìåþò ÷àñòîòó, ðàâíóþ êðèòè÷åñêîé. 

Óðàâíåíèå â ÂÑÊ ïîëó÷èì,  èñõîäÿ èç óðàâíå-
íèÿ êîëåáàíèé â íåïîäâèæíîé ñèñòåìå, íå èñ-
ïîëüçóÿ ãèïîòåçó î íàïðàâëåíèè âåêòîðà ÑÂ â äå-
ôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè. Äëÿ íåâðàùàþùå-
ãîñÿ óðàâíîâåøåííîãî ðîòîðà â ÍÑÊ ñïðàâåä-
ëèâî óðàâíåíèå 

Ñ÷èòàÿ ìàòåðèàë îñåñèììåòðè÷íîãî ðîòîðà îä-
íîðîäíûì è èçîòðîïíûì è äîáàâëÿÿ ñèëû Êî-
ðèîëèñà è ïåðåíîñíîé ñèëû èíåðöèè ïî ïðàâèëàì

ìåõàíèêè îòíîñèòåëüíî äâèæåíèÿ, ïðèõîäèì ê
óðàâíåíèþ â ÂÑÊ 

Óðàâíåíèå (6), ïîëó÷åííîå â ïðåäïîëîæåíèè
ïðèñóòñòâèÿ âî âðàùàþùåéñÿ ÑÊ äîïîëíèòåëüíûõ
äèíàìè÷åñêèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà ðîòîð,
ôèçè÷åñêè òîæäåñòâåííî óðàâíåíèþ (5). Ìàòå-
ìàòè÷åñêè îíî ñîîòâåòñòâóåò çàìåíå ïåðåìåííûõ
è ïåðåõîäó îò àáñîëþòíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ
ïî âðåìåíè â óðàâíåíèè (5) ê îòíîñèòåëüíîìó
(÷àñòíîìó) äèôôåðåíöèðîâàíèþ â óðàâíåíèè
(6). Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèÿ ïîñëåäíåãî åñòü
ïðîåêöèè íà îñè ÂÑÊ ïåðåìåùåíèé, íàéäåííûõ
èç (5). Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèå (6) îïèñûâàåò
êîëåáàíèÿ íåâðàùàþùåãîñÿ ðîòîðà èëè ïðåöåññèè
âðàùàþùåãîñÿ ðîòîðà ñ ïðåíåáðåæèìî ìàëûìè
ãèðîñêîïè÷åñêèìè ýôôåêòàìè, ÷òî íå õàðàêòåðíî
äëÿ ÐÑ ÒÊ.

Ïðîâåäåííîå ðàññìîòðåíèå ïîçâîëÿåò äàòü
ñëåäóþùèå ðåêîìåíäàöèè:

% óðàâíåíèÿ âî âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîð-
äèíàò (3 è 4), ïîëó÷åííûå èç óðàâíåíèÿ (1) â íå-
ïîäâèæíîé ñèñòåìå, ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî
äëÿ ìîäàëüíîãî àíàëèçà ÐÑ;

% ôîðìàëüíîå óðàâíåíèå (6), ñîñòàâëåííîå â
ÂÑÊ áåç ó÷åòà ãèðîñêîïè÷åñêîãî ìîìåíòà è
îðèåíòàöèè ðîòîðà â ñèñòåìå ÑÂ, íåâåðíî îïè-
ñûâàåò äèíàìèêó ðåàëüíûõ ðîòîðîâ;

% äëÿ ñòåðæíåâîé ðåäóêöèè ðîòîðíîé ñèñòåìû
ïðè ïðîèçâîëüíîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ ðîòîðà ω
ìîäåëèðîâàíèå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ â èíåðöèàëü-
íîé (íåïîäâèæíîé) ñèñòåìå îòñ÷åòà è ñèñòåìå
êîîðäèíàò.

Îñîáåííîñòè 3D ìîäåëèðîâàíèÿ ðîòîðà â ÂÑÊ
Â ðàáîòå [10] ïðåäëîæåí ìåòîä ðàñ÷åòà êðè-

òè÷åñêèõ ñêîðîñòåé ìàññèâíîãî ðîòîðà, ïðåäñòàâ-
ëåííîãî íà ðèñ. 9. Ñèñòåìà îòñ÷åòà è êîîðäèíàò

(4)

.0=+ KUUM
oo

(5)

(6)

Ðèñ. 9. Ìîäåëü âðàùàþùåãî ðîòîðà [8], 

L1= L2, R2
*/ R1

* = 20 

″′

.

.
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ñâÿçàíû ñ æåñòêîé ïëàòôîðìîé O1, âðàùàþ-
ùåéñÿ âîêðóã îñè Z ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ Ω.

Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â òåíçîðíîì âèäå.
Ñîîòíîøåíèÿ òðåõìåðíîé äèíàìè÷åñêîé òåîðèè
óïðóãîñòè â òî÷êå ìàòåðèàëà ñ ðàäèóñ-âåêòîðîì
R è ïåðåìåùåíèåì u çàïèñàíû âî âðàùàþùåéñÿ
ñèñòåìå êîîðäèíàò: 

Îáîçíà÷åíèÿ íà ðèñ. 9 è â ôîðìóëàõ (7)
èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë: O1, O2 — ïîâåðõíîñòè
çàäåëêè è íàãðóçîê ðîòîðà; ρ — ïëîòíîñòü ìà-
òåðèàëà; r2, u2 — äâóìåðíûå ðàäèóñ è ïåðåìåùåíèå
â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíîé îñè Z; •, × —
ñèìâîëû ñêàëÿðíîãî è âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ;
( )' — îïåðàòîð äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè

â ÂÑÊ; ε, τ, 4C — òåíçîðû äåôîðìàöèé, íà-
ïðÿæåíèé è óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ ìàòåðèàëà;

()S — îïåðàòîðû ãðàäèåíòà è ñèììåòðèçàöèè
òåíçîðà. 

Êàê âèäíî èç (7), äëÿ ðàñ÷åòíîé ñõåìû ïðè-
íÿòà ãèïîòåçà î íàïðàâëåíèè âåêòîðà ñêîðîñòè
Ω ïî îñè Z è, ñëåäîâàòåëüíî, î äåéñòâèè ïåðå-
íîñíûõ ñèë è ñèë Êîðèîëèñà â ïëîñêîñòè ïåðïåí-
äèêóëÿðíîé äàííîé îñè. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðè-
òè÷åñêèõ ñêîðîñòåé èñïîëüçóåòñÿ óðàâíåíèå
ñòàòèêè ñáàëàíñèðîâàííîãî ðîòîðà

Óðàâíåíèå (8) îòëè÷àåòñÿ îò îáû÷íîãî òðåõ-
ìåðíîãî ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ ðàçìåðíîñòüþ
äâóìåðíîãî âåêòîðà u2 â èíåðöèîííîì ÷ëåíå.

Çíà÷åíèÿ òðåõ ïåðâûõ êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé
ΩK, îïðåäåëåííûõ ïî (8), è ÷àñòîò èçãèáíûõ
êîëåáàíèé ΩK0 äëÿ íåâðàùàþùåãîñÿ ðîòîðà
ïðèâåäåíû â òàáëèöå, ÷àñòü 1.

Âèäíî, ÷òî ÷àñòîòû ΩK ïðåâûøàþò ñòàòè÷åñêèå
çíà÷åíèÿ ΩK0. Ïîâûøåíèå ÷àñòîò îáúÿñíÿåòñÿ â
[10] ìåíüøåé èíåðöèîííîñòüþ ïëîñêèõ êîëåáàíèé
ïðè âðàùåíèè â ñðàâíåíèè ñ îáû÷íûìè 3D
êîëåáàíèÿìè. Äèíàìè÷åñêèå ÷àñòîòû ΩK òðàê-
òóþòñÿ êàê îòëè÷íûå îò òðàäèöèîííûõ êðèòè-
÷åñêèõ ñêîðîñòåé. Óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî ïðè Ω>Ω1

ðîòîð â îòñóòñòâèå äåìïôèðîâàíèÿ òåðÿåò óñòîé-

÷èâîñòü âñëåäñòâèå òîãî, ÷òî åãî äèíàìè÷åñêàÿ
æåñòêîñòü ñòàíîâèòñÿ îòðèöàòåëüíîé. Ïðîàíàëè-
çèðóåì ñîäåðæàíèå [10].

Îòìåòèì, ïðåæäå âñåãî, ÷òî ïîñòàíîâêà çàäà÷è
êà÷åñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò îïèñàííîé âûøå,
â êîòîðîé ñêîðîñòü ÑÂ ðîòîðà ñâÿçàíà ñ èçãèáíîé
äåôîðìàöèåé âàëà, à ãèðîñêîïè÷åñêèé ýôôåêò
ÿâíî îïèñûâàåòñÿ â óðàâíåíèè äâèæåíèÿ ÂÑÊ (3). 

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ÷àñòîò ðîòîðà (íà ðèñ. 9)
ïî ðàñ÷åòíîé ìîäåëè, âûïîëíåííîãî àâòîðîì
ïî ìåòîäèêå, îñíîâàííîé íà óðàâíåíèè (4), ïðè-
âåäåíû â òàáëèöå, ÷àñòü 2. 

Êàê ñëåäóåò èç òàáëèöû, ÷àñòîòû ΩK0 äëÿ äâóõ
ìåòîäèê õîðîøî ñîâïàäàþò, ïðè ýòîì îñíîâíîå
îòëè÷èå ñîñòîèò â ïîÿâëåíèè äëÿ ðåäóöèðîâàííîé
ñòåðæíåâîé ìîäåëè îáðàòíûõ èçãèáíûõ ïðåöåññèé
ðîòîðà ñ ÷àñòîòàìè ΩK îáð. Ñòåðæíåâàÿ ìîäåëü
ïîêàçûâàåò òàêæå áîëåå áûñòðûé ðîñò ÷àñòîò
ïðÿìûõ ïðåöåññèé îò ñêîðîñòè Ω âñëåäñòâèå
óæåñòî÷àþùåãî äåéñòâèÿ ãèðîñêîïè÷åñêîãî
ìîìåíòà. Ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðè Ω>Ω1,
óêàçàííîé â [10], íå íàáëþäàåòñÿ. 

Äëÿ äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ ïåðåéäåì
îò òåíçîðíîãî îïèñàíèÿ (7) â òî÷êå òðåõìåðíîé
ñðåäû ê ìàòðè÷íî-âåêòîðíûì ôîðìóëèðîâêàì
ìåòîäà ÊÝ äëÿ óçëîâ äèñêðåòíîé ìîäåëè ðîòîðà.
Óðàâíåíèå (7) ïðèîáðåòåò âèä, ïîäîáíûé óðàâ-
íåíèþ (6), 

ãäå M, MA, K — ãëîáàëüíûå ñèììåòðè÷íàÿ è
àñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöû ìàññ è ìàòðèöà
æåñòêîñòè; UÂ, R2, U2Â — ãëîáàëüíûå âåêòîðû
òðåõìåðíûõ ïåðåìåùåíèé, äâóìåðíûõ ðàäèóñîâ
è ïåðåìåùåíèé óçëîâ.

Óðàâíåíèÿ (6) è (9) îòëè÷àþòñÿ ïðèñóòñòâèåì
â ïðàâîé ÷àñòè (9) ðàñòÿãèâàþùåé íàãðóçêè îò
öåíòðîáåæíûõ ñèë (ÖÁÑ) «â áîëüøîì», çàâèñÿùåé
îò âåêòîðà R2 è õàðàêòåðíîé òîëüêî äëÿ 3D
ìîäåëè ðîòîðà. Èíòåãðàëüíî óæåñòî÷åíèå (ΩK>ΩK0)
ðîòîðà ïðè âðàùåíèè ìîæíî îáúÿñíèòü äåéñòâèåì

ìîìåíòà ñèëû F = Ω2MR2, ïîäîáíîãî (íî íå
àíàëîãè÷íîãî) äåéñòâèþ ãèðîñêîïè÷åñêîãî

ìîìåíòà MG = ω2
PλGS UB â óðàâíåíèè (3). 

Äëÿ äîïîëíèòåëüíîé ïðîâåðêè ÷èñëåííûõ
ðåçóëüòàòîâ ìåòîäèêè [10] àâòîðîì áûëî âû-
ïîëíåíî àëüòåðíàòèâíîå ìîäåëèðîâàíèå 3D
êîëåáàíèé ðîòîðà. Ìåòîäîì ÊÝ ðåøàëàñü çàäà÷à
ìîäàëüíîãî àíàëèçà ðîòîðà, ïðåäâàðèòåëüíî íà-
ãðóæåííîãî ÖÁÑ: 

Îïðåäåëåíèå ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò èç óðàâíåíèÿ
(10) áûëî îñíîâàíî íà ìîäèôèêàöèè ìàòðèöû
æåñòêîñòè â ñîîòâåòñòâèè ñ íà÷àëüíûìè äåôî-

(7)

.

(8).

×àñòîòû ïðåöåññèé ðîòîðà

×àñòîòà ïðåöåññèè, ðàä/c

×àñòü 1, [10] ×àñòü 2, àâòîð

¹ Ω = 0 Ω = ΩK Ω = 0 ΩK (Ω = ΩK0)

Ïðÿìàÿ Ïðÿìàÿ Îáðàòíàÿ

k ΩK0 ΩK Ωk0 ΩK ΩK îáð

1 5,37 5,89 5,44 6,40 4,58

2 44,1 80,2 44,0 84,4 30,2

3 2707 2718 2744 2799 2706

(9)

(10)

.

;

;

,
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ðìàöèÿìè êîíñòðóêöèè, ò. å. ðåøàëàñü çàäà÷à î
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿõ äëÿ óðàâíåíèÿ

ãäå Kε — ìàòðèöà íà÷àëüíûõ äåôîðìàöèé ïðè

åäèíè÷íîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà íàãðóçêè β. 
Íàãðóçêîé â íàøåì ñëó÷àå âûñòóïàþò ÖÁÑ â

ïðàâîé ÷àñòè óðàâíåíèé (10). 
Èòåðàöèîííî íàéäåííûå èç (11) ÷àñòîòû ñ

âûñîêîé òî÷íîñòüþ ñîâïàëè ñ ÷àñòîòàìè ΩK0 è
ΩK òàáëèöû, ÷àñòü 1, ÷òî ïîäòâåðäèëî ýêâèâàëåíò-
íîñòü (11) óðàâíåíèþ äëÿ êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé
(8) ðàáîòû [10].

Ïðîâåäåííûé àíàëèç ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëå-
äóþùèå âûâîäû î ðåàëèñòè÷íîñòè ðåçóëüòàòîâ,
ïðåäëîæåííîé â [10], ìåòîäèêè 3D ìîäåëèðîâàíèÿ
ðîòîðîâ:

% óðàâíåíèå (7) ñïðàâåäëèâî òîëüêî äëÿ
ñêîðîñòåé ðîòîðà Ω = ΩK, ò. å. ïðè îïðåäåëåíèè
êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé ïðÿìûõ ïðåöåññèé ðîòîðà
ñ îòíîñèòåëüíûìè ÷àñòîòàìè λ = +1, +2, … ; 

% óðàâíåíèå (7) ïîëó÷åíî áåç ó÷åòà èçìåíåíèÿ
îðèåíòàöèè âåêòîðà ñêîðîñòè ñîáñòâåííîãî âðà-
ùåíèÿ ïðè äåôîðìàöèè ðîòîðà, ïîýòîìó èçíà-
÷àëüíî ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì, à ïîâûøåíèå
äèíàìè÷åñêèõ ÷àñòîò (ΩK>ΩK0), ïîä äåéñòâèåì

öåíòðîáåæíûõ ñèë F = Ω2MR2, ëèøü ÷àñòè÷íî
îòðàæàåò ãèðîñêîïè÷åñêèå ýôôåêòû;

% ïðåäïîëîæåíèå î íåóñòîé÷èâîñòè ðîòîðà ïðè
Ω>Ω1 íå äîêàçàíî è íå ñëåäóåò èç óðàâíåíèÿ äëÿ
êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé (8) èëè ýêâèâàëåíòíîãî
åìó (11). Íóëåâûõ è ìíèìûõ ÷àñòîò ΩK (ïðè
êîòîðûõ âîçìîæíà íåóñòîé÷èâîñòü) óðàâíåíèå (11)
íå ñîäåðæèò;

% ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè óðàâíîâåøåííîãî
ðîòîðà äëÿ Ω>Ω1 âîçìîæíà ïðè îãðàíè÷åíèè
ñòåïåíåé ñâîáîäû êîíñòðóêöèè, êîãäà âîçìóùåíèÿ,
âûçûâàþùèå ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ, ïðîèñõîäÿò
â ïëîñêîñòè, âðàùàþùåéñÿ ñî ñêîðîñòüþ ðîòîðà;
ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà ìîäåëè íà ðèñ. 9 òàêèõ îãðà-
íè÷åíèé íå îòðàæàåò. 

Îòìåòèì òàêæå âûðîæäåííîñòü èíåðöèîííî-
æåñòêîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ðîòîðà, âûáðàííîãî
äëÿ ÷èñëåííîé èëëþñòðàöèè ìåòîäèêè [10]. Íà
ýòî óêàçûâàåò îöåíêà åãî ïðîãèáà ïîä äåéñòâèåì
ñèëû òÿæåñòè. Èñïîëüçóÿ èçâåñòíîå çíà÷åíèå
÷àñòîòû ïåðâîé ñîáñòâåííîé ôîðìû, äëÿ ïðîãèáà
öåíòðà ìàññ ãîðèçîíòàëüíîãî ðîòîðà èìååì 

UÖÌ ≈ g/Ω2
10 ≈ –9,8/(5,37)2 = –0,34 ì, 

ãäå g — óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ.
Äàííîìó ïðîãèáó (íà ðàññòîÿíèè îò ïëàòôîðìû

1,5 ì) ñîîòâåòñòâóþò íàèáîëüøèå èçãèáíûå íà-

ïðÿæåíèÿ â çàäåëêå σ ≈ 2·103 ÌÏà. Ïîëó÷åííîå
çíà÷åíèå íàïðÿæåíèé çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò

ïðåäåëû ïðî÷íîñòè ìàøèíîñòðîèòåëüíûõ ìà-
òåðèàëîâ. 

Â öåëîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ, ÷òî â ðàáîòå [10] ïðè-
âåäåí 3D ðàñ÷åò òðàäèöèîííûõ êðèòè÷åñêèõ
ñêîðîñòåé ïðÿìûõ ïðåöåññèé ðîòîðà. Ââåäåíèå
«íîâûõ» êðèòè÷åñêèõ ñêîðîñòåé è óêàçàíèå íà
ïîòåðþ óñòîé÷èâîñòè ðîòîðà ïðè Ω>Ω1 íå îáî-
ñíîâàíî. Ïðîòèâîðå÷èâîñòü âûâîäîâ íîñèò ìå-
òîäîëîãè÷åñêèé õàðàêòåð è ñëåäóåò èç ôîðìàëü-
íîé òðàêòîâêè èíåðöèîííûõ ñèë â óðàâíåíèÿõ
ÂÑÊ, à òàêæå èãíîðèðîâàíèÿ â ìîäåëè èçìåíåíèÿ
íàïðàâëåíèÿ ñêîðîñòè ñîáñòâåííîãî âðàùåíèÿ
äåôîðìèðîâàííîãî 3D ðîòîðà.

Çàêëþ÷åíèå
Àíàëèç ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ çàäà÷ ðîòîðíîé

äèíàìèêè äëÿ òèïè÷íûõ êîíñòðóêöèé ÐÑ ÒÊ ïîä-
òâåðæäàåò, ÷òî êîððåêòíûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ
ïðè èñïîëüçîâàíèè íåïîäâèæíîé (èíåðöèàëüíîé)
ñèñòåìû êîîðäèíàò è ðåäóöèðîâàííîé ñòåðæíåâîé
ìîäåëè ðîòîðà.

Òðåõìåðíîå îïèñàíèå äèíàìè÷åñêîãî íà-
ïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ êðóãîâîãî
è öèêëîñèììåòðè÷íîãî ðîòîðà âî âðàùàþùèõñÿ
êîîðäèíàòàõ â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñòðîãî íå îá-
îñíîâàíî.

Ïðèìåíåíèå âðàùàþùèõñÿ ðàñ÷åòíûõ ñåòîê
âîçìîæíî òîëüêî äëÿ ìîäàëüíîãî àíàëèçà ðî-
òîðíûõ ñèñòåì óêàçàííîãî òèïà. 

Äëÿ ñîçäàíèÿ ïîëíîñòüþ òðåõìåðíîé ÐÄ
íåîáõîäèìî ðàçðåøåíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ ïðî-
áëåì ìåõàíèêè óïðóãèõ ñðåä â ÷àñòè ïðîñòðàí-
ñòâåííîãî (ïî Ýéëåðó) è ìàòåðèàëüíîãî (ïî Ëàã-
ðàíæó) îïèñàíèÿ âûñîêî÷àñòîòíûõ ïðåöåññèîííûõ
äâèæåíèé, ñîîòâåòñòâåííî, â íåïîäâèæíîé è
âðàùàþùåéñÿ ÑÊ.

Èçëîæåííîå ïîäòâåðæäàåòñÿ àíàëèçîì ñòðóê-
òóðû ÊÝ óðàâíåíèé 2–3D ìîäåëåé ðîòîðîâ âî
âðàùàþùåéñÿ ñèñòåìå êîîðäèíàò, à òàêæå èçâåñò-
íûìè ðåàëèçàöèÿìè ìåòîäà ÊÝ â ïðîãðàììíûõ
êîìïëåêñàõ ïî ðîòîðíîé äèíàìèêå [2].
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